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从梯度说起
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梯度场

• 梯度场
• 注意到一个标量场的梯度其实是个矢量场，它在每一点都指向函数增加
最大的方向，并且具有该方向的导数值。称之为梯度场。

• 同时显然有负梯度的方向是函数减少最大的方向。

• 一个标量场的梯度有怎样的意义呢？
• 刻画多元函数的变化，类似于导数。

• 例：极值点的梯度向量为零。梯度下降法的原理。

• 相较于原来的标量场，其梯度场忽略了量的绝对值，但更加清晰地刻画
了物理量随空间的变化关系。

3



散度
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梯度场的散度
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拉普拉斯方程
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调和函数

• 性质
• 它必然是解析的，也就是空间内无穷次可微。

• 证明要用复变函数的知识了，略去。

• 其最大、最小值只能在边界上取得，除非函数为常函数。
• 若范围内存在最值，则该点梯度为零，当函数不为常函数时，可取邻域使得区域内
函数值恒为非负或非正，并且取得非零值。从而与梯度的散度为零矛盾。

• 以空间中任意点为球心作任意半径的球，球体函数值的均值与球面函数
值的均值相等。
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以静电场为例
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存在的问题
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还有哪些例子？
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让我们来求解吧！
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有限差分（格点法）
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格点法的求解

• 迭代法
• 初始时对函数进行某种赋值，每次遍历整个网格，使得每个网格的函数
值等于其四邻的平均。直到两次遍历间的误差小于精度要求。

• 线性方程组
• 整理易得上述终态条件其实是一个稀疏矩阵的线性方程组求解问题，我
们调用相关库来计算即可。
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有限元法 – 加权余量法
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有限元法 – 变分法

• 变分法（简介）
• 同样用一系列函数的线性组合来拟合另一个函数。

• 但此时我们可以将原先要求解的函数进行某种变换，使其具有更好求的
形式。

• 例如在静电场问题中，我们可以不直接求解电势，转而求解其电磁场能
密度。

• 变分法的基础在于泛函分析。
• 泛函分析并没有那么理解，所谓泛函，不妨理解为函数的函数。
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隐藏在静电场中的另一个问题
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如何求解泊松方程？
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一些小问题

18



球谐函数与球谐光照
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Thank you!
It will come to more application…
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Laplace and Poisson
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[V(2)+V(5)+V(7)+V(10)]-4*V(6)=0

[V(3)+V(6)+V(8)+V(11)]-4*V(7)=0

[V(6)+V(9)+V(11)+V(14)]-4*V(10)=0

[V(7)+V(10)+V(12)+V(15)]-4*V(11)=0
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[V(2)+V(5)+V(7)+V(10)]-4*V(6)=0
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[V(2)+V(5)+V(7)+V(10)]-4*V(6)=0

[V(3)+V(6)+V(8)+V(11)]-4*V(7)=0
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V(1)=u(1)         V(2)=u(2)       V(3)=u(3)
V(4)=u(4)         V(5)=u(5)       V(8)=u(8)
V(9)=u(9)         V(12)=u(12)     V(13)=u(13)
V(14)=u(14)       V(15)=u(15)   V(16)=u(16)
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Poisson
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[V(2)+V(5)+V(7)+V(10)]-4*V(6)=div(6)

[V(3)+V(6)+V(8)+V(11)]-4*V(7)=div(7)

[V(6)+V(9)+V(11)+V(14)]-4*V(10)=div(10)

[V(7)+V(10)+V(12)+V(15)]-4*V(11)=div(11)
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V(1)=u(1)         V(2)=u(2)       V(3)=u(3)
V(4)=u(4)         V(5)=u(5)       V(8)=u(8)
V(9)=u(9)         V(12)=u(12)     V(13)=u(13)
V(14)=u(14)       V(15)=u(15)   V(16)=u(16)
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Laplace and Poisson
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Compose
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Poisson Mesh Editing 
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